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阵的 2D DOA估计算法，它利用电磁矢量传感器的

矢量信息获得低精度无模糊的 2D DOA估计，利用

空间相位因子获得高精度模糊的 2D DOA估计，然

后以前者为参考解后者的周期性模糊，从而获得高精

度无模糊的角度估计。在文献[4]的基础上，文献[5]

提出了一种能改进解模糊精度的解模糊算法。文献[6]

发展了一种无需已知传感器位置的孔径扩展 ESPRIT

算法(EA-ESPRIT)。这些算法通过扩大阵元间距来扩

大阵列孔径，并且利用与阵列结构无关的矢量特性来

消除或避免测向模糊，从而在无需增加相应的硬件开

销的情况下提高测向精度。然而，当某一个方向轴出
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1  引言

电磁矢量传感器由 6个位置相同极化不同的正

交天线组成，能够完全感应入射波信号的 6个电磁

分量，比标量传感器具有更为优越的信息获取能

力。因此，与标量传感器阵列相比，由电磁矢量传

感器组成的阵列及其信号处理具有许多新的特点

和性能优势，在最近 20年已获得广泛研究[1~6]。这

其中，文献[1]建立了电磁矢量传感器阵列的信号接

收模型，并首次把矢量叉积引入到 DOA 估计中。

文献[4]研究了一种基于电磁矢量传感器稀疏矩形
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现相同的空间相位因子 zu ,k = exp( j2p∆uk l ) 和

zv ,k = exp(j2p∆vk l )（其中 ∆u k和 ∆vk分别为 x和 y

轴的方向余弦 uk = sinq k cos j k 和 vk = sinq k sin j k

的变化量，? 为信号波长）时，这些算法中对应的

矩阵束有相同的特征值，从而相应的特征矢量无法

用来进行参数配对和去模糊处理。这种情况只发生

在一个方向轴时，这些算法利用另一个正交方向矩

阵束的特征矢量来克服上述问题，但前提是必须先

验知道哪个方向会出现这种情况。当一个方向存在

相同的空间相位因子，或者当 2个正交方向同时存

在这种情况时，上述算法将无法得到有效的 DOA

估计，导致估计性能下降，甚至失败。

为了克服这个问题，本文在DOA矩阵法(matrix 

method)[7~9]的基础上提出另一种 DOA 估计算法。

本算法首先采用白化降维处理来降低互相关矩阵

的维数，减小了计算复杂度；然后，利用联合对角

化技术[10~13]估计阵列的导向矢量；最后基于向量叉

积获得 2D DOA估计。与现有算法相比，本文算法

能实现方位角和俯仰角的自动配置，有效地解决因

相同空间相位因子而导致估计性能下降的问题。仿

真结果证明了本文算法的有效性。

2  阵列结构和信号接收模型

假设K个窄带远场源非相干信号 sk(t)(k=1, 2,⋯,K)

入射到如图 1所示的电磁矢量传感器阵列，该阵列包

含 L行 M列，共 ML- 1个电磁矢量传感器，阵元间
隔Dx ? l 2和Dy ? l 2。把整个阵列分成 3个重叠

子阵列(X1、X2和X3)，每个子阵列包含(M- 1)(L- 1)个

阵元，如图 1所示。若以第一个阵元为参考点，那么

3个子阵在 t时刻对应的输出信号分别为
K

X1 (t ) = ∑a(q k ,j k ,g k ,h k )sk (t ) + n1 (t)
k =1

= As(t) + n1 (t) (1)

图 1  阵列结构
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X 2 (t ) = AF u s(t) + n2 (t ) (2)

X 3 (t) = AF v s(t ) + n3 (t ) (3)

其中， n1 (t )、 n2 (t)和n3 (t)分别为 3 个子阵的加性

白 Gauss噪声向量，且

s(t) = [s1 (t ),L, s ( ]T
K t ) (4)

e j2 p∆ ux 1 l 
 

F u = O (5) 
 e j2 p∆xu K l 
 

e
j2 p∆ y v1 l 

 
F v =  O  (6)

 e
j2 p∆ y vK l 

 

A = [a(q1,j 1 ,g1 ,h 1 ), a(q 2 ,j 2 ,g2 ,h 2 ),L,
(7)

a(qK ,j K ,gK ,h K )]

a(q k ,j k ,g k ,h k ) = q(uk ) ⊗ q(vk ) ⊗ c(j k ,q k ,g k ,h k ) (8)

q(u ) = [1, e j2 p ∆x u k l
k ,L, e j2 p (M −2 ) ∆x u k l ]T (9)

q(vk ) = [1,e
j2 p∆ vy k l

,L, e
j2 p (L −2 ) ∆ vy k l

]T (10)

而 c(j k ,q k ,g k ,h k )为电磁矢量传感器的导向矢

量，考虑采用完备的电磁矢量传感器，其中j k和q k

分别表示第 k个入射波信号的方位角和仰角，g k和

h k 分别表示其极化参数(极化辐角和极化相位差)。

进一步假设矩阵 A是满秩的，各传感器的测量噪声

及入射波信号均彼此不相关，并且信源数 K已知。

3  DOA矩阵法

根据式(1)以及三偶极子可得子阵 X1 接收数据

的自相关矩阵为

R = E{ x (t) xH ( H

1 t) = Rs + s 2

1 1 } A A I 6 (M −1)( L −1) (11)

其中， R = E{ (t)sH
s s (t)}为信号源的协方差矩阵，

s 2为噪声方差。另外，根据式(2)和式(3)，子阵

X2、子阵 X3与子阵 X1接收数据的互相关矩阵分

别为

R21 = E{ x2 (t )x H
1 (t )} = AF H

u Rs A + s 2 ? u (12)

R3 1 = E{ x3 (t )xH ( } = H 2
1 t) AF v Rs A + s ? v (13)

其中

? u = I%M −1 ⊗ I 6 (L −1) (14)

? %
v = IM −1 ⊗ IL −1 ⊗ I6 (15)

并且
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设信号源的协方差矩阵R = E{s(t)sH
s (t)} = IK 。

利用矩阵 R1特征值分解得到的特征值和对应

的特征矢量，可以构造白化矩阵W

W = [(l 1 − s 2 )−1 / 2 ?1 ,L, (l K − s 2 )−1 / 2 ? H
K ]

−


1 / 2

l 2


1 − s 


= O ?1 ,L, ? K ]H

(23) [

 l K − s 2 



因为对矩阵R1进行特征值分解

R1 = ? L 
 1 , , ?K , ?K +1 ,L, ?(M −1 ⋅)(L −1)6 

l 1 
 O 
 l 


K
 ⋅

 l K +1 
 O 
 
 l  (M −1)(L −1)6 


H

? ,L, ? , ? ,L, ? 
 1 K K +1 (M −1)(L −1)6 

l 1 
 = [?1,L, ?K ] ,L, [? ?K ]H

 1


K

 l 

其中， l k = 0, k = K +1,L,(M −1)(L −1)6

因此

B 2

1 = R − H H

1 sˆ I 6 (M −1)( L −1) = ARs A = AA

l 2


1 − s 

= [ , ] 
? L, ? O [? ,L, ? ]H

1 K   1 K


 l K − s 2 



因此，通过矩阵W 可对 6(M- 1)(L- 1)×6(M- 1)

(L- 1)维矩阵 B1进行白化降维处理，使其转化为一

个 K×K维的单位阵

WB H H H H
1W = WAA W = UU = IK (24)

其中，

U = WA (25)

表示一个酉矩阵。

由于通过矩阵 A 可以推导出信号源的 DOA 估

计，而式(25)表明，确定一个 6(M- 1)(L- 1)×K 维的

矩阵 A 可转变为确定一个 K×K 酉矩阵 U , 由于矩

阵 U的维数比 A低，因此降低了计算量。
类似式（25），分别对矩阵B2 1和B31降维处理，

得到

9 2D DOA 63

0 1 0 L 0
 0 0 1 L 0 

I%n = 0 0 0 O 0 (16)
 
M M M L 1 

0 0 0 L 0 n×n

对矩阵 R1进行特征值分解，令 …l 1 , l 2 , , l K 为

R1的最大 K 个特征值，对应的特征矢量分别为

? , ? ,…1 2 , ?K 。在白噪声的假设下，噪声的方差s 2可

以由矩阵 R1的 6(M- 1)(L- 1) - K 个最小特征值的平

均估计得到。这样，可以得到式（17）~式(19)对应

的无噪声项的相关矩阵

B1 = R − s 2 H

1 I 6 (M −1)( L −1) = ARs A (17) 

B21 = R 2 AF R AH
21 − s ? u = u s (18)

B 1 = H
3 R 2

31 − s ? v = AF v Rs A (19)

利用式(17)~式(19)，可以通过一种 DOA 矩阵

法(matrix method)得到信号源 DOA估计。具体地，

定义 DOA矩阵

Cu = B B †
2 1 1 (20) 

Cv = B †
31 B1 (21)

其中，†为伪逆矩阵。

根据文献[8]，可通过分别对矩阵Cu和Cv进行

特征值分解，利用得到的特征值和特征矢量可推导

信号源的 DOA估计。然而，这种 DOA矩阵法需要
参数配对，且对角矩阵F u和F v均不能存在相同的

对角元素，否则会导致参数配对或估计失败。因此，

当 x或 y轴方向出现相同的空间相位因子时，DOA

矩阵法与 EA-ESPRIT 算法一样，无法进行信号的

DOA估计。

4  联合对角化 DOA估计算法

本节利用联合对角化技术解决上述算法所存

在的问题。为此，分 3个步骤实现，即白化降维处

理、联合对角化以及 DOA估计。
4.1  白化降维处理

首先，对式(1)重写为

∑
K a(q ,j k ,g , )

(t ) = k h
X k k

1 e k sk (t ) + n (t ) (22)
k =1 e

1

k

其中，e k为复数因子。上式的目的是可以把第 k个信号

源的幅度归入a(q k ,j k ,g k ,h k )中，这种归一化处理将简

化下面的推导，但不影响算法的估计性能。从而可以假



· · 通 信 学 报 第 卷

每一列都相差一个复常数，但是这并不会影响由矩
ˆ阵 A的列矢量确定信号源的二维参数。

4.3 DOA估计

根据式(8)中方向矩阵 A列矢量的定义，可以分
别得到空间相位因子 zu ,m和 zv ,m的估计

M

∑
−2 6

∑
(L −1) â6 ( L −1)m +l ,k

j2 p û m =1 l =1 â
ẑ = e D = 6 (L 1) mk l − (x −1)+l ,k

u ,k (32)
M

∑
−2 6 (L − ) â

∑
1

6 ( L −1)m +l ,k

m =1 l =1 â6 (L −1)(m −1)+l ,k

M

∑
−1 L −2 6 â
∑∑ 6 (L −1)(m −1)+6l +i ,k

ˆ
ẑ = e j2 p

aDy v̂ = = i =l =
m 1 l 1 1 6 ( L −1) (m −1)+6 ( l −1)+i ,kk

v ,k (33)
M â
∑

−1

∑
L −2

∑
6

6 (L −1)(m −1)+6l +i ,k

m =1 l =1 i =1 â6 ( L −1) (m −1)+6 ( l −1)+i ,k

其中， âm ,k = Â(m, k )，即表示方向矩阵 A的第 k个

列矢量的第 m 个元素。对矩阵集合{? u , ? v }进行联

合对角化（可通过一系列 K×K维 Jacobi旋转），而

U最终可表示为一系列 Jacobi旋转矩阵的乘积，最
ˆ后由式（31）估计出了 A = W †U 。

类似地，由于Dx ? l 2，Dy ? l 2，且 | uk |= 1，

| vk |=1，利用 ẑu ,k和 ẑv ,k可得到存在模糊的方向余弦

uk和 vk的估计，即
n l

û = m + u
k (nu ) k (34)

Dx

n l
v̂k (n ) v

v = u k + (35)
Dy

其中，mk 、u k、nu和 nv的定义分别与文献[4]给出

的相同。

另外，根据方向矩阵 A列矢量的定义，可以得
到矢量传感器阵元的导向矢量 c(j k ,q k ,g k ,h k ) =

[c T

1,k ,L,c6,k ] 的估计

∑
M −1

∑
L −1

ˆa −(m −1) ˆ−( l −1)
l ,m ,kf u ,k f v ,k

ĉ = m =1 l =1
k (36) 

M

∑
−1

∑
L −1

ˆa ( 1)

l , , f − m − ˆ
m k u , f −( l −1)

k v ,k
m =1 l =1

其中，a k = T

l ,m , [âd +1,k , âd +2 ,k ,L, âd +6 ,k ] ，且 d = 6(M −

1)(l −1) + 6(m −1)。这样，可以根据电场、磁场及信

号 Poynting矢量之间的叉乘关系，可得到

 û r


k 
r  ĉk (1: 3) ĉ∗

k (4 : 6)
v̂k = × (37) 

r || ĉk (1: 3) || || ĉ (4 : 6) |
ŵ  k |
 k 
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? H
u = WB F H

2 1W = U uU (26)

? WB W H
v = UF H

31 = vU (27) 

从式(26)和式(27)可以看出，酉矩阵 U 使得矩
阵 ? u和 ? v同时被对角化。

4.2  联合对角化

在这一节，对联合对角化器 U进行估计。先引

用文献[13~17]给出有关 2 个矩阵本质相等的定义

以及联合对角化的本质唯一条件。

定义 1  若矩阵 G和 H满足G = HM，其中矩

阵M的每一行和每一列只有一个非零元素，且模为

1，那么称矩阵 G和 H本质相等，记为G B H 。
命题 1  P%令 = {P1, P2 ,L, PJ }为 J 个矩阵的集

合，每一个矩阵 Pj都可表示为UF U H

j 的形式，U

是一个酉矩阵。那么当且仅当

∀1≤m ≠ n≤K , ∃j, j = 1, 2,L, J , f jm ≠ f jn (28)

%矩阵集合 P 的任何一个联合对角化器与 U 本
质相等。式(28)中 f jm和 f jn分别表示F j的第 m和 n

个对角元素，式(28)称为联合对角化的本质唯一条

件。证明可参考文献[13]。
根据本质唯一条件，在F u或F v的对角元素中，

只要至少存在一对不相等，即f u ,m ≠ f u ,n或f v ,m ≠ f v ,n，

m ≠ n，那么矩阵集合{? u , ? v }的任何一个联合对角

化器与 U本质相等。其中f u ,m和f v ,m分别表示矩阵F u

或F v的对角元素，也即为空间相位因子，定义为

f x um

u ,m = z j2 pD l
u ,m = e (29)

f = =
D vy m l

v ,m zv m e
j2 p

, (30)

应用基于 Jacobi 旋转的联合对角化方法求解
U，将 K×K 维矩阵组{? u , ? v }的联合对角化问题转

化成一系列 K×K维 Jacobi旋转问题，U最终可表示

为一系列 Jacobi旋转矩阵的乘积[10,13]。

在得到联合对角化器 U 之后，根据式(25)的关

系，可给出方向矩阵 A的估计

A = W †U (31) 

由于在实际情况下，式(11)~式(13)中给出的相

关矩阵是通过有限的快拍估计得到的，因此上述推

导过程中的等式是近似成立的。最后可利用式(31)
ˆ计算矩阵 A的估计 A，然后根据其列矢量得到信号

源的方位估计。注意到，由式(22)可以知道，式(31)
ˆ给出的矩阵 A的每一列与实际阵列方向矩阵 A的
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与 û k (nu )和 v̂k (nv )相比， û r
k和 v̂r

k 的推导不依赖

阵元间隔 ? x和 ? y，因此是无模糊的，可作为参考估
计，对 û k (nu )和 v̂k (nv )实现去模糊处理，从而计算

出信号源的 DOA估计。

从上述推导可以看出，能够有效克服现有算

法中由于矩阵束出现相同特征值而导致估计性

能下降的问题，同时也实现了参数估计值的自动

配对。

5 计算机仿真与性能分析

本节通过 MATLAB 仿真实验来验证提出算法

的估计性能，并与基于 DOA矩阵法[7,8]的孔径扩展

算法(EA-matrix)和基于 ESPRIT 的孔径扩展算法

(EA-ESPRIT)[4]进行比较。在图 1 所示的阵列结构
中，设阵元间隔满足 Dx = Dy = D ，并设快拍数

N=200。每个仿真结果均通过 500 次 Monte Carlo

独立实验得到。

实验 1  在 x 轴方向上存在相同的空间相位因

子时，算法的估计性能

假设采用的阵列包含 L=4行M=4列，共 15个

电磁矢量阵元，存在 2个不相关窄带信号源，它们

的参数如下。
信号1：u1=0.282 6、v1=0.469 8、g o

1 = 45 h1 = −90o；

信号2：u2=0.782 6、v2=0.394 3、g = 45o h o
2 、 2 = 90 。

显然，当阵元间隔D = nl (u1 − u2 ) = 2nl (n为

任意整数)，有 zu ,1 = zu , 2，即 x轴方向上存在空间相

位因子相位缠绕现象，此时对角矩阵F u有相同的对

角元素。图 2(a)给出了信号 1方向余弦的均方根估

计误差(RMSE)与信噪比(SNR)的关系，设 ?=8×?/2；

而图 2(b)给出 RMSE 与阵元间隔 ? 的关系，并设

SNR=15dB。在 y 轴方向上存在相同的空间相位因

子时，算法的估计性能类似，在此不单独列举。本

实验保证了式 (7)中的矩阵 A 是满秩的，尽管
zu ,1 = zu , 2（即空间相位因子），但由于信号的极化

角度不同，故导向矢量{a1 , a2 ,L,ak }是相互独立的，
即 A是列满秩的。

从实验 1的结果可以看出，提出的算法有良好

的 DOA 估计性能，而 EA-Matrix 算法无法给出有

效的 DOA 估计。EA-ESPRIT 算法需要同时利用 2

个正交方向矩阵束的特征矢量来计算参考估计，并

用它们进行估计值的配对和去模糊处理，因此当任

意一个方向轴的矩阵束存在相同的特征值时，相应

的特征矢量无法用来进行参数配对和去模糊处理，

从而也无法给出有效的 DOA 估计。通过对

EA-ESPRIT进行修正，若已知一个方向的矩阵束存

在相同的特征值时，那么可以仅仅利用另一个方向

矩阵束的特征矢量来计算参考估计，从而仍能够给

出有效的 DOA估计。

图 2  在 x轴方向上存在相同的空间相位因子时，算法的估计性能比较

尽管图 2 显示修正后的 EA-ESPRIT 算法比提

出的算法有更低的估计误差，但它的缺点是必须先

验已知哪个方向轴的矩阵束存在相同的特征值。然

而，在实际情况下并不知道这些信息。另外，当 2

个正交方向的矩阵束均存在相同的特征值时，修正

的 EA-ESPRIT算法也无法给出有效的 DOA估计，

但对于提出的算法仍有很好的估计性能。为了验证

这一点，给出实验 2。

实验 2  在 x 轴和 y 轴方向上同时存在相同的

空间相位因子时，算法的估计性能

假设有 3 个不相关窄带信号源，它们的参数

如下。

信号 1：u =0.76、 =0.25、 o
1 v1 g o

1 = 45 、h1 = −90 ；

信号 2：u2=0.50、v2=0.75、g o
2 = 45 、h o

2 = 90 ；

信号 3：u3=0.26、v 、 6 o
3=0.36 g3 = 0 、h o

2 = 30 。

可以看出，当阵元间隔D = 2nl (n为任意整数)，

9 2D DOA 65
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有 zu ,1 = zu , 3且 zv ,1 = zv , 2，因此在 x 轴和 y 轴方向上

同时存在空间相位因子的相位缠绕现象。图 3是经

过 500次独立 Monte-Carlo实验，得到的 3种算法

的 DOA 估计，并设 SNR=5dB。图 3中给出的实验

结果验证了EA-ESPRIT和EA-Matrix算法都无法实

现信号源的 DOA 估计，而提出的算法仍有良好的

DOA估计性能。

图 3 在 x轴和 y轴方向上同时存在相同的空间相位因子时，算法的估计性能比较
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6  结束语

本文在 DOA 矩阵法的基础上采用了联合对角

化技术实现了 2D DOA估计。首先分析了 DOA矩

阵法。但该方法当 x 或 y 轴方向出现相同的空间相

位因子时，DOA矩阵法无法进行信号的DOA估计。

因此，分别从白化降维处理、联合对角化以及 2D 
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DOA估计 3方面实现联合对角化的 2D DOA估计。

该方法不但能够实现估计值的自动配对，而且能够

更有效地克服现有算法中由于出现相同空间相位

因子而导致估计性能下降等问题。仿真结果表明该

方法是行之有效的。
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